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PREMIÈRE THÈSE. 



EXPOSITION 



DE LA 



METHODE DE RIEMANN 



POUR LA 



DÉTERMINATION DES SURFACES MINIMA DE CONTOUR DONNÉ. 



Je me propose d'élucider, s'il m'est possible, un Mémoire remar- 
quable de Riemann, relatif aux surfaces minima. L'illustre auteur a 
brièvement indiqué la plupart des résultats qu'il a obtenus; j'espère 
les avoir établis d'une manière satisfaisante. 

Riemann se sert de variables imaginaires que l'on ramène immédia- 
tement aux variables employées avant lui par M. 0. Bonnet, dans plu- 
sieurs Mémoires importants sur la théorie générale des surfaces. En 
effet, le logarithme népérien de la variable fx, choisie par Riemann, est 
égal à^ -f- X v^— I , et le logarithme de la variable conjuguée /x' est égal, 
par suite, à j — a? v^— i, x et j' étant les variables indépendantes adop- 
tées par M. 0. Bonnet. Je pense ne rien exagérer en affirmant que les 
recherches savantes de M. 0. Bonnet ont inspiré celles de Riemann. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX. 

1. Considérons sur une surface donnée un point M ayant pour 
coordonnées rectangulaires ^, ij, Ç. Par l'origine des axes de coordon- 
nées menons une parallèle à l'une des deux directions, bien déterminée, 
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de la normale en M à la surface, et soit m le point où cette parallèle 
rencontre la sphère qui a pour centre l'origine et dont le rayon est 
égal à l'unité de longueur. La position du point m est déterminée par 
sa longitude 9 et sa colatitude Q. Les cosinus directeurs de la normale 

sont 

cosa = sin9cos9, cosj3 = sindsinf» cosy = cos0, 

et, par suite, l'équation différentielle de la surface est 
(i) sindcosf e/^ 4-sin0sin<prf7î -i-cosOrfÇ^iio. 

Si l'on pose, comme le fait M. 0. Bonnet (*), 
(^) ^r= langes, x = <fy 

on trouve facilement 

sinô = 7-t cos6 — iiangir, 

cosiy ° •^ 

(3) ' puis 



• _•. 



cos^ ^ smj: i smrr 

COSa= -y COSp= r-ï cosy=r r^» 

cosij ^ cosiy ' cosiy 

de sorte que l'équation diflérentiellc de la surface devient 

cosxdï^-i-sinxd'n + isiniydl^ = o, 

et l'équation du plan tangent à la surface au point M est 

Çcosx -h n sinx ■+■ Çisîniy = — z, 

z étant une fonction des deux variables indépendantes x et y. Ainsi, 
toute surface sera caractérisée parla forme de la fonction z. 

Les coordonnées |, ^, Ç du point de contact de la surface avec le plan 
tangent correspondant à des valeurs données de a?, jr, z sont déter- 



(«) Voir les Mémoires de M. 0. Bonnet Sur la tftéorie générale des surfaces (Journal de 
Liouville, t. V, i85o, i^ série; Journal de l'École Polytechnique, XLIV* Cahier). 
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minées par les équations suivantes : 



( 



^cosx -h'n sinor-- — 2 — i tang/j.^j 






COSIJ 



petq représentant ^ et j- suivant Tusage. 

Soient P et P' les points où Taxe OÇ et son prolongement OÇ' percent 
la sphère de rayon unité; soit encore /x la projection stéréographique 
du point niy le point de vue étant placé en P'. On a 

angle ^0|ùt = :r, angle OP'fJt = ^0 ei 0/x=: lang^Ô =:er. 

Si l'on regarde le point [i comme représentant une quantité complexe 
que Ton désigne par la même lettre |x, on aura 

(5) fjLzzzer^'-^. 

Nous désignerons en outre par /x' la quantité conjuguée 



(5') ix'=er 



IX 



2. Supposons que Ton rapporte une surface au plan tangent en un 
point» Taxe des Ç étant la normale et ceux des ^ etri les tangentes aux 
lignes de courbure. L'équation de la surface sera 

p, q^r^ . .. désignant les dérivées partielles de Ç. 

A partir de l'origine des coordonnées, traçons sur la surface une 
courbe quelconque. Soit a l'angle que sa projection sur le plan OÇvj 
fait avec OÇ. Le point jjl décrit une courbe correspondante passant par 
l'origine; l'angle j3 que fait à l'origine la tangente à cette courbe avec 
Taie OÇ est donné par la formule 

lang(3= lim tangj:. 
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Mais tanga:— ^; donc on a, en général, 

dq dq dm 

,. q ,. d^ dm dl 

lim- = lim -j -, — T^> 

p dp dp dm 

c'est-à-dire 



.;■? 



dl " dm dl 



langj3=: -langa. 

En tout point d'une surface développable on aura donc /S == o ou 
|3 = 9o% c'est-à-dire que la courbe décrite par le point p. est tangente 
en ce point à l'une des lignes de courbure ; en tout point d'une surface 
à courbure moyenne nulle on a 

tangp -h iang« = o. 

Supposons que le développement de Ç commence aux termes de 
degré /t en Ç et en k?» et chercbons quelle est, dans ce cas, la limite du 

rapport -• 

Désignons par q^'^'^ et p^^^ les valeurs que prennent, à l'origine, les 
dérivées d'ordre A de jd et y par rapport à Ç, regardé comme étant la 
variable indépendante. On a symboliquement 

un terme de la forme Af^l) (-/) (j^l devant être remplacé. par 

En effet, les termes contenant -^^ ^> ••• sont multipliés par les 

dérivées partielles de Ç d'ordre inférieur à /i, qui sont toutes nulles à 
l'origine; donc, à une valeur donnée de tanga correspond, dans le cas 
considéré, une seule valeur de tang^, mais à une valeur de tangP 
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correspondent /i — i valeurs de tanga, fournies par l'équation 

Il résulte de ce qui précède que, si en un point M d'une surface^ en 
choisissant les axes convenablement, on a 

alors, en prenant fi pour variable indépendante, la projection d'un 
point de la surface sur le plan tangent en M définit une variable ima- 
ginaire pour laquelle le point M est un point multiple d'ordre n^i. 

3. Formules de transformation des coordonnées x ^ y y [l, — Soient M 
un point pris sur la surface d'une sphère de rayon f , â? et sa longi- 
tude et sa colatitude, le pian §0Ç étant le plan du méridien origine des 
longitudes, comptées positivement dans le sens direct. Rapportons 
maintenant le point M a un autre pôle P,, en conservant le même méri- 
dien origine ainsi que le sens des longitudes positives, de sorte que la 
nouvelle longitude soit ÇP,M = iP, et la nouvelle colatitude PiOM — ^i. 
Soit encore ôo la colatitude de P, . 

En posant, pour abréger, 

lang^ô — m, lang^o = wîo, 

on trouve facilement 

Supposons maintenant que l'on fasse tourner 0?^ autour de OP d'un 
angle égal à Xq et que le méridien origine des x^ tourne d'un angle 
égal a a autour de la nouvelle position de 0P|, les rotations ayant lieu 
dans le sens direct; on aura, en vertu des raisonnements précédents, 

d'où 



/ne''^//ioe~'-^« 
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OU bien 

OÙ 

Si l'on prend a — — k — iCo, on aura 

C=~i, 
et par suite 



r* 



Cas particuliers . — Prenons fXo=i> a7p=o, a = — tt; on aura 



(8) - ^.= -" 



I -hft' 



Taxe polaire est alors Taxe 0^. 
Pour Ua = î, Xo=-9 a = » 



2 2 



l'axe polaire étant Taxe Oin. 

4. L'axe OÇ ayant pris la position OP^ nous supposerons qu'on ait 
fait tourner en même temps le triëdre des axes : i^d'un angle o^o^au- 
tour de OÇ; 2° d'un angle Oq autour de la seconde position de OiOf et 
enfin 3^ d'un angle a autour de la seconde position de OÇ. On trouve 
alors, en désignant par li, vj,, Ç^ les nouvelles coordonnées d'un 
point M(|,Y3,Ç), 

Ç = Ç^cosôo— Çicosasinôo-f- /îïSinasin^o» 

Ç = Ç, sin0ocosxo-i- ^i(cosacos0ocosa:o— sina sin^ro) 

— 7îi{sinacos0ocos:co-^ cos« sin^o)» 

Y) = Çi sindo sinaro4^^i(cosacos0o sin:ro+ sinacosâTo) 

— y)i(sinacosdo sinâro-- cosaCOSJToj* 
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Nous poserons 

(10] 

En remplaçant les cosinus et les sinus par des exponentielles, on 
tire des formules précédentes 

lu) K = ticos6o î-cosasinôo ismasin^o, 

cos^oo-fi^'-^-^Çi sin0o-+-^cTie'='(i-i- cosôo) -f-^T,e-'«(i— cosOo), 
coseo<r'e'-^« =Ç, sinÔo4-^^,e'«(i— cosSo) 4- îO->-'«(i-f- cose©). 

Remarquant que tang*-*-Ôo=fXoF'o» ®* résolvant par rapport k c, et 
a\ , on a 

(T,(i -f- /xo/jio) e*^*"*"*'-^ = — ^/uoÇ -h (7 — iilv\ 

d'où, reportant ces valeurs dans la formule (ii), on obtient 

Ç, ( 1 -+- |:xo ft'o) = Ç ( I — |:xo f^o) -+- /:xo <T + fXo 0-'. 

On a ainsi obtenu des formules qui permettent de passer des va- 
riables /x, Ç, cr, <?' aux variables nouvelles fX(, Ç|, o-|, <7'i et réciproque- 
ment.* 

Lorsque a + â?o= — tt, on a le Tableau suivant de formules : 



/^•= rV — ^» 

(12) I Çi(i4-f/ofAo) =Ç(" — FoPo) -f-/:xo<7-i-/xo(y', 

(7,(l-f-(XofXo) =2fioÇ— ff +PÎ^'» 
a,(i -+- fxefx'o) = 2^oÇ — a' -4- ^0*0". 

Si entre la deuxième et la troisième formule on élimine g\ on trouve 

(i3) |:jto(Ç-f-Çi) =(r4-(yi; 

on trouve de même la relation conjuguée 

(i3)' ^;(Ç-hÇ,) = (7'+a,. 

Ces préliminaires posés, nous allons passer à l'exposition de la mé- 

N. 2 
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tliode de Riemann pour déterminer la surface ininima de contour 
donné. 

5. Si l'on calcule l'aire déterminée par un contour tracé sur une sur- 
face, on obtient l'expression de cette aire par une intégrale double. Si 
l'on suppose que le contour reste fixe et que la surface se déforme infi- 
niment peu, en écrivant que la variation de l'intégrale est nulle, on 
obtient des surfaces satisfaisant à cette condition que, en chacun de 
leurs points, les rayons de courbure principaux sont égaux et de signes 
contraires. Pour savoir s'il y a réellement un minimum, il resterait à 
étudier la variation seconde. Ainsi posé, le problème est d'une très 
grande difficulté, etnous| n'essayerons pas de l'aborder. Nous appelle- 
rons ^u(/ace minima toute surface à courbure moyenne nulle. 

Riemann donne la condition suivante pour que la première varia- 
tion (^ soit nulle : 

(i4) nv(sin9cos<p) 4- -7- (sinôsinç) = o. 

Cette équation exprime que 

— sindsinf(/^ 4- sinôcoscprfyj 

est une difierentielle exacte, de sorte que l'on a 
(i5) — sinôsinçûf^H-sinflcoscprfy) = rfC. 

La condition dS = o peut être mise sous la forme 
c'est-k-dire 

, . d.cosa ^.cosS <^.rosy 

et si F(£, Y7, ^) = o est l'équation de la surface, en posant 



"=vU)^(a^)^U) 
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on peut encore écrire la condition dS = o de cette manière: 

. dF . à¥ , dF 
à-n-^ d.n-^ d.n-^ 

6. Au lieu de rapporter la démonstralion de Riemann, je vais prou, 
ver que la condition précédente est identique a celle qu'a donnée 
M. 0. Bonnet dans son Mémoire cité plus haut. En posant, avec 
M. 0. Bonnet, 

Ir + qi tang^y -{-z = u, 
^-i-g/langi7 = (v, 
la condition $S = o est la suivante : 

{io) u-hw = o. 

Or, comme on a 9=0?, 8in0= — .-îla condition (lA) revient à 
celle-ci : 



,/ cos^ \ ,/ sin^ \ 
\cosiy/ \cosiy/ 



H . —o. 



Le premier membre développé devient 

, , svcix dx isin/rcosa: dy cosa: dx isiniVsino: rfr 

\*i,\\ — — -f- — ^ H -4- - - - • 

^ ' cos^y a^ cos^ix ^Ç cos^y dn cos'^iy dn 

Mais, d'après les formules (4) et (19), 

cosxd^ -h sinxd-n — — i langiy (f rfar 4- wdy), 
slnxdl — cosxdn = udx •+■ vdy. 

£n résolvant par rapport à dx et dy^ on aura les valeurs des dérivées 
partielles ^) -t-5 h^? ^î et, en les substituant dans Texpression (21), 
on trouve très simplement pour résultat 



C0siy(«iv — v'^) 
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donc on a 

. cosa; . sin^p 
o :— o r- . . 

, . cosir cosir ailaneir w + cv 

^ dÇ &n d$ cosiy(«iv — v*) 

La condition U'\-w = o entraine la condition (i6) et réciproque- 
ment, car on n'a pas cos(x=:o ni uw — v^ = Of puisque cette dernière 
condition n'est jamais reniplie pour une surface. On ne peut pas non 
plus supposer co^iy{uw — ç^^) = oo pour tous les points de la surface. 

7. M. 0. Bonnet a fait voir que le Ç de toute surface minima satisfait 
à l'équation différentielle 

(i3) ^ -4-^=0. 

On peut tirer très simplement cette conséquence de la condition 
(i5). En effet, 

sind sinf (/^ — sin0 cosf^y? = </C; 
donc 

^{sina;df — cosarrfrî) =rfC, 

cosi/^ ^ ' 

c'est-à-dire que 

udx->r vdy 
cos ijr 

doit être une différentielle exacte. On doit donc vérifier l'identité 

d-^ rf-" 



COSJ^ cos ijr 

dx dx 

Mais u-h w = o; donc cette équation équivaut à celle-ci : 



cosir . cosir 

H : — - =0. 



dx djr 

Or, 

rfÇ V dl^ _ w 

dx cos// djr cosiy' 
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donc on a bien 

d^K dK_ 

dx^ "^ dy^ ~ ""' 

De cette équation il résulte que 

ou encore 

Ç = ?(^)-^-?*(f^')• 

Ensuite 

rfC= :- [vdr— wdx] z=z --P-dY— ^dx 

cosi/^ ^ ' dx '^ dy 

et par suite 

dCi = df-df, 

OU 

(^5) Ci=f[x + 1» -^f,[x^ir). 

8. Usage des variables a, ^l' et de leurs conjuguées. — Nous allons 
transformer Téquation différentielle de la surface et la condition de 
minimum, savoir 

(i) sin9cos?rfÇ-4-sln0 sincprfvî -h coserfÇ = o, 

(i5) sine sinçrf^ — sinOcosçrfy) 4-{/C = o, 

en y introduisant les variables c, (y', jjl, fx'. 

On peut mettre la première de ces deux équations successivement 
sous les formes suivantes : 

da-hdtr' . d<j — d(T' . i — tang^^Ô 

OU bien 

rf(T{cos9 — isln<j>)-f- (/<j'(cos(p + isin(p)H f^^ rfÇ = 0; 
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0U9 à cause de la relation /x/x'= tang^^d, 

îâîigp ■*■ îângp "^ ung^e ^ " ^' 

c'est-k-dire 

{16) (1 — ^jtx'jrfÇ -^ ^'d<T -h fxrfcr'=o. 

Eq transformaDt de même la conditioD de minimum, on obtient 

. dd-hdd' d(T-'d(T' dC 
sm© COS9 : h -7—^ = o, 

OU 

— (/afcoso — isin©) 4- rfa'fcos© h- isino) h t—z-^ t-^ = o, 



c'est-à-dire 






tang^9 tang^d ung^dcosH^ 

OU enfin 

(27) iJLdc'— fjL'd(T-h {i-^ii{ji')dCi = o. 

Si maintenant Ton pose 

Ç + Ci = aZ, Ç-Ci = îZ', 

(.8) • «^'^^ 

K= Z+Z', Ci= Z-Z', 

dÇ = rfZ + dZ', dCi = dZ-dZ', 

on tire des équations (a6) et (27), par voie d'addition et de soustrac- 
tion, 

(19) d(T-ndZ + ^dZ' = o, 

(29)' d<ï'+-dZ- ii.'dZ' = o. 

9. Les formules précédentes vont nous conduire à une conséquence 
importante. 
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Prenons Z el Z' consme variables indépendantes;, on a 

(3o) d(x= u.dl-^\dl'y 

* • p. 

(3o) rf(y'=-lrfZ-hfx'(/Z', 

IL 

d'où 

d(T '^^ _ ' 

dî "" fx' rfZ ■" ^ • 

On lire d'abord de ces équations 

rfo; rf^ rfZ _ fl^ 
rfjUL dZ dyi " ^|ut 

formule qui nous sera utile plus tard. 
Ensuite, 

du. I d^* 

dZ^""i7âdZ' 

^ 5z'"~ rfz ' 

Le déterminant -^^^ - i n'est pas nul, car on aurait tang*|0 = i, 
et d serait une constante; donc 

da du! 

donc [i est une fonction de Z et/x' une fonction de Z'; réciproquement, 
Z est une fonction de |x et Z' une fonction de fx'. Ce résultat est con- 
forme à celui que nous avions déjà donné. 
Par conséquent, on a 

(3i) cr= JprfZ-J^', 

(3.') ^'^^/f -^/^'^2'- 

Si Ton connaît les relations qui lient fx et Z d'une part, jx' et Z' de 



i6 
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l'autre, on aura cr et a' en fonction de Ç et Ci. En éliminant Ci, on ob- 
tiendra l'équation de la surface. D'ailleurs, quand on aura formé la 
première équation^ on aura la seconde en changeant i en — i. 

On peut remarquer que si Ton se donne arbitrairement une fonction 
de Z^etune fonction de Z', et qu'on effectue les intégrations indiquées, 
on obtiendra une surface minima. En effet, on déduit des équations (3 1) 
et (3i)' les équations différentielles (3o) et (3o)', qui sont équivalentes 
à (29) et (29)'» et, en remontant, on arrive aux deux équations (i5) et 
(i), dont l'une est l'équation différentielle de la surface et l'autre la 
condition de minimum. Pour que la surface soit réelle, il suffit que les 
fonctions p. et [j/ soient imaginaires conjuguées. 

10. Nous pouvons, à l'aide des formules précédentes, trouver une 

infinité de surfaces minima. Voici deux exemples simples. 

!*• Posons 

/x = cotZ, fjL' = colZ'; 

on a 

-I =/cotZrfZ — /tangZ'rfZ', 

ou 

(T = logsinZ + logcosZ'— logH, 

H étant une constante arbitraire ; ou bien 

sinZ cosZ'= Ee<^; 

on aura aussi 

sinZ'cosZ = H'e<^. 

Par suite, 

sinÇ 4- sinCi = aHe'', 

sinÇ — sinCi = aH'e^, 

et, par conséquent, 

sinÇ = eÇ(He^^'-f-H'6-i'), 
ce que Ton peut écrire ainsi : 

sinÇ = Pe5sin(yî + a) 

0U9 par un déplacement d'axes, 

sinÇ = Pe^sin7}; • 
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enfin, en remplaçant Ç par Ç — logP, 



e 



P _ sinÇ 
"" sin/î 



Celte surface a été trouvée pour la première fois par Scherk {Journal 
deCrelle, t. 13). 

Le plan | = o coupe la surface suivant une infinité de droites don- 
nées par les équations 

OU 

Ç + 7} ^^ ('iA'-h 1)7:. 

Ces droites forment un réseau de carrés dont les diagonales sont 
égales à 27r. Si un point de la surface a pour coordonnées |, )], Ç» le 
point (?,>î4-2A;r, Ç-h2/7r) appartiendra aussi à la même surface, de 
sorte que cette dernière est composée d'une infinité de nappes iden- 
tiques se projetant sur un réseau de carrés. On voit encore que le point 
[§, v3 + (— ij^ç, Ç-l-(— i)";:] est aussi sur la surface. Enfin, si un 
point de la surface a pour coordonnées Ç==a, y3 = 6> Ç = ^» le point 
(| = — a, ?3=c, Ç = b) appartiendra encore a la même surface. Si l'on 
considère le carré ayant pour sommets les milieux des côtés d'un carré du 
réseau, aucun point de la surface n'est projeté àrintérieurde ce carré. 

2® Exemple. — Si l'on pose 

on trouve, en suivant la même marche, 

c'est-à-dire un plan. 

11. Nous avons posé Ç = Z-hZ', Z et Z' étant imaginaires conju- 
gués, et nous avons vu que Z est une fonction de |x et Z' une fonction 
de fx'; cela revient à dire- que l'on a 

et par suite 

Il est facile de voir que 5 et vj sont des fonctions de même forme. 
N. 3 
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En effet, en faisant tourner les axes de coordonnées de manière que 
OÇ prenne la position de 0?, nous avons vu que fx, est une fonction 
de juL et ix\ une fonction de fx'; or, en appliquant à ^ les raisonnements 

relatifs à Ç, on voit que 

?= 9(^,)-f-9i(^',), 
c'est-à-dire 

OU bien encore 

et il en est de même de ri. En outre, 

dA étant une différentielle analogue h dC. 

Nous verrons pi us loin que, ayant pris pour la valeur de ^ des fonctions 
arbitraires de x-^-iy et de x — iy^ on en déduit Cet yj par des quadra- 
tures. Mais si le contour n*est pas déterminé d'avance, et que l'on se 
propose seulement de trouver des formules donnant une infinité de sur- 
faces minima et pouvant d'ailleurs les donner toutes, les formules (3i) 
et (3i)', n'exigeant que deux quadratures, seront en général les plus 
commodes à employer. 

12. Changement de variables. — Nous avons trouvé la formule de 
transformation 

Ml — — ; r • 

On en déduit 

.^s. dij., _ i + f/oUft 



De la formule (i3) 
en se rappelant que 



/^o(Ç 4- Ci) = (7-4- (T|, 



il- ^ 



on tire, par différentiation, 



\dii dfXi d^j ^ dfi ^* dfjLt dyL 
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d'où 

(33) rf/Ai <^g« _, rfg (/^o— l^-)('-^f^f^o) . 

rf/x dfjLi dix p(« -+-i^of*o) 

Ed multipliant membre à membre les équations (32) et (33), il vient 



/djj^ydÇ^^lx^ dK 
\ du I dfii /ut djut 



ce qui donne 






OU bien 



par conséquent, l'expression 



(diog;*) 



2 _ 



<^l0g]Ul 



reste invariable quand on fait tourner les axes et même quand on les 
déplace d'une manière quelconque. 

On est ainsi conduit à une nouvelle variable auxiliaire U ainsi défi- 
nie, 

qui est indépendante de la direction des axes. On considérera en même 
temps la variable conjuguée 



"■=/V^JW'"»8f'- 



On doit remarquer que la formule 
peut s'écrire 
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13. Interprétation géométrique. -— On a posé 



d'où 



et 



Ensuite, 



De même. 



Si l'on pose 






il résulte de ce qui précède que 

sont invariables quand on transforme les coordonnées en les laissant 
rectangulaires. 'Il est facile d'en trouver la raison. 
Posons 



Des formules 
on conclut 



dxi =z dx -h idj^, djTi =r rfjr — idy 
dt I rfÇI I dl 



— -;— > 



donc 



dx^ 2 dx 1 dr 

d^_l dZ / rfÇ. 
dXi n dx 2 rfj' 



«N=V(i)*- (!)""'--■'-•' 



OU 



=z-^(vi^w''i)(dx'^-^ dr'^) Jdx'^ -4- dr^ 



MN = — ,— > 

2 U 
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R désignant la valeur absolue de chacun des rayons de courbure prin- 
cipaux de la surface au point considéré. 
On a ensuite 



M _ \ dx dy 

N "" fd!^ . ,dK 



dx dy 

OU 

M 'Jv — iw dx\ 

Supposons que Ton se déplace sur une ligne asyinptotique, et eoi' 
ployons la caractéristique o; on aura 

V àx^ — iy^ 

iw 7.iàxèy 

J'où 

V — iw iyH 

-\- iw ~" ix^ ' 

donc 

dxi 



s/ 



àyt 

Y désignant l'angle que fait le chemin correspondant k dyel dx avec 
la ligne asymptotique considérée. 
On a donc 

M= -==^6^^, N=: ■-=6"'^ (en valeur absolue^ 

Donc M et N sont indépendantes des axes de coordonnées. 
On tire des formules précédentes 

M«-f-N2=:^C0S2V. 

On sait que l'équation différentielle des lignes de courbure d'une 



(<) roirk Mémoire de M. 0. Bonnet. 
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surface minima est 
c*est-à-dipe 

M^H-N^rro OU -n-C0S2V==o; 

donc V= 45^» résultat bien connu. 

14. Calcul de |, vj, ^. — Nous avons trouvé 



Ht/^-Î>- 



et nous avons posé 



/ rfu y_ irfç / rfu^ y_ 

V^^iog/x/ ~(/log|ut' \rflog]5jt7 ~" 



e/log/jL' 

d*où 

rfg _ J du y rflogfx rfg _.f d[}' \ d\o^ix' 
dik~^ \d\ogii) rfjut ' du.' ^ \diogu/J rf/x' 

et par suite 

(''i «=-'/(j^)"'"'""'*'/(î^)"'"<>""'- 

Il est facile de conclure de cette formule l'expression de Çetde-o. 
En effet, pour avoir Ç, on choisit sur la sphère un rayon OP et un mé- 
ridien origine passant par OP, le sens des longitudes étant le sens 
direct relativement à OP; la distance d'un point M de la surface au plan 
diamétral qui a pour axe OP est précisément égale à Ç, la direction OP 
étant celle des Ç positifs. 

Pour avoir §, il suffît de considérer de même le rayon OP4 perçant 
la sphère au point P,, pour lequel 11 = i^ et de choisir une nouvelle 
variable |X|, définie, comme on l'a vu, par l'équation 

§ étant la distance du point M au plan diamétral conjugué àOP|, on 
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aura 
Mais on a 



r ■ 



ensuite, comme U, = U, 

et pareillement pour l'expression conjuguée. 
Donc 

Pour avoir >î, on considérera de même une nouvelle variable jXj, dont 
le pôle origine corresponde à |x = i, et qui, par suite, soit donnée par 
la formule 

I — a 

^ 1 — l/X 

on aura 
puis 

et, par conséquent, 

On peut donner à ces équations d'autres formes. 
Posons 
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alors on aura 



ç- 



j'¥{[Ji]d(,-^j'F,{[i']dy/. 



1= ijF(^)(fi-l)rfp+ljF.(^')(F'-^)rf/^'. 

et, par suite, 

En tenant compte des formules 

on trouve^ par une substitution facile. 

Ces dernières formules nous semblent compléter la solution de 
M. 0. Bonnet pour trouver autant que Ton veut de surfaces minima 
a contour indéterminé. Il est bon de les démontrer directement, sans 
passer par les fonctions U et U'. 



15, Nous avons vu que les fonctions dx^ylf\x^) et dy^\lf[{y^) 
restent invariables quand on remplace le système de coordonnées em- 
ployé par un autre également trirectangulaire. L'expression de Ç peut 
se mettre sous la forme 

_ r r[x,)dx, ^ r f[[rs)dr'\ ^ 

J dxt J dxi 

D'après toutes les explications qui précèdent, on a donc 



^-j dx\ -^J dr\ 
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OÙ x\ eiy\ sont définis par les équations 

|txi r:z ^/^''«^'', x\ = :r' -h iy\ >', -^ x' — iy. 

Mais l'équation 

l — fX 

F* = — r^ 

équivaut à celle-ci 

e'/. izz ^, 

I -I- éf'r. 

qui donne» par la différentiation. 



dr\ = 



On trouve de même 

dx.=^ . :— » 

et Ton en déduit l'expression de Ç déjà trouvée. On procéderait de 
même à l'égard de 19. 

16, On peut donner encore, pour l'une quelconque des coordonnées, 
une autre formule. On a en effet, à cause des valeurs de M et N trou- 
vées plus haut, 

Si l'on revient aux variables x^y, les relations 

ds 
dx\ 

ds 
dry" 

donnent, par un calcul facile. 



I 


ds 


i ds 


2 


dx 


2 d/ 


I 


ds 


i ds 


2 


dx^ 


2 dy 



= - I 77 (cosaV-T^ -f- sin2V-r- )</*; 
2 J K \ dx dyl 



Ç désigne la distance du point M à un plan quelconque, pourvu que 

N. 4 
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les variables x, y soient rapportées a uo axe perpendiculaire à ce 
plan. 

Si Ton passe d'un point M pour lequel x = Xq^ 7=^0 à un point M' 
pour lequel œ = x^, y=y^^ Tinlégrale 



/sH'^^'^""'^^)'''' 



prise entre les limites correspondant à Xq, y^ et a?,, ji, aura toujours 
la nDênoe valeur, quel que soit le chemin suivi sur la surface pour pas- 
ser de M à M', et cette valeur est égale à la différence des distances de 
ces deux points à un plan perpendiculaire à la droite qui sert k déter- 
miner les colatitudes. 

17. Exemple. — Prenons 

Ç = 5(a— bi)xi -h 7j{a -+- bi)yi; 

OD aura, d'après les formules (38), 

l = ft cos^cosij M- a sïnxisïniyj 
Yi z= b sïnxcosiy -\~ <icosa?t sinzy, 
Ç z= aa; -h by. 

Cas particuliers. — i** Supposons a = o. Les formules précédentes de- 
viennent 

i—-bcosxcosiy, 

f, = h sinjccos//, 

d'où 



52 4.^2:^62cOS2/j=62 



«^-f- ê 




Celte équation représente une surftice de révolution ayant pour mé- 
ridienne une chainette dont l'équation est la suivante : 



:^^-(J'.H.-'^). 



2 
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oP Supposons 6=0; on obtient alors 

^ = a sÏTïxis'iniy, 
n = flcosari sinij, 

et, par suite, 

2. = a lang ' 
'n a, 

équation d'une surface héliçoîde k plan directeur. 

18. Étude d'une surface nùmma autour d'un de ses points. — Prenons 
pour origine des coordonnées un point d'une surface minima, Faxe 
des Ç étant la normale à la surface, et les axes 0^, Oï? tangents aux 
lignes de courbure passant par le point considéré. On aura alors, en 
général, 

mais, en certains points, les rayons de courbure principaux seront 
infinis, et le développement de Ç commencera aux termes de degré 
n>2. D'après ce qui a été dit au § 2, quand le point |x décrit une 
courbe partant de l'origine, le point a décrit un arc appartenant à une 
courbe qui possède à l'origine un point multiple d'ordre n — i. A cha- 
cune de ces branches correspond une valeur de Ç qui varie d'une ma- 
nière continue. Il en est de même pour Z et Z\ Nous poserons 

Z .— a/A** -h bij} -h. . ., 
Z' == ay« H- 6y ?■+-..., 

les exposants positifs a, |3, ... étant entiers ou fractionnaires et rangés 
par ordre de grandeur croissante. 
La formule 

donne immédiatement 

On ne peut avoir a = i , car (7 contiendrait le terme — a'logjUL'=a'(«a? --y), 
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et, en augmenlant l'argument x de 271, c augmenterait de ^a^ni^ ce qui 
est contraire à la continuité de la surface. De plus, si fi = o, on a Ç= o; 
par conséquent, a ne peut être nul, car on devrait avoir a -ha' =0, -et 
par suite a — o, a'=o. On a donc 

A étant une constante et ol ayant pour limite zéro. 
Supposons a = 2; alors 

0" — |ui'(A 4- a). 

On voit aisément que la constante A doit être réelle; il résulte de 
l'équation précédente que les tangentes aux courbes décrites par les 
points jJL et (7 sont, à Torigine, également inclinées sur les lignes de 
courbure. Dans ce cas, le développement de Ç commence au second 
degré (§ 2). 
D'une manière générale, on a 

Or, si l'argument de (7 a a l'origine une limite donnée, celui de /x' tend 
vers une valeur unique (§ 2); donc _ est un nombre entier. Posons 

= /i — i, c'est-à-dire a = j alors 



a — I n— \ 



<7 — y/"-VA-r-a), 

et, par suile, la courbe (a) a à l'origine un point multiple d'ordre n—\. 
Le développement de Ç commence alors aux termes de degré n. 
Si l'on pose a'=u!"~\ (j=\[i\, on a 



et 



a"*~' — a, ( cos h I sm ) 

^ ' ' \ n— i n— I / 

. / nffir . . ih'i: \ , . . 

A=: cos hism I A -h a . 
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Si donc rargument de [i' est égal à d, à rorigine, celui de c sera 



2 A* 7: 



n — I n — I 



OÙ i( = o, 1, a, . . ., (/i — 2). 

On a ensuite 



n 



1 = 11'^-' C-4-y). 



la fonction y étant nulle à l'origine. 
19. Cela posé, la formule 

d\ I I 

dZ 2^* 2/ji 

donne 
Or 

donc, dans Fexpression de ^, le terme de degré inférieur en [x con- 

n t— w 

tiendra /x""- =/x''""* en facteur. On a donc 



et, par suite, 



ou 






On peut donc écrire 

(39) log/X= (/l - 1) lOgX -4'/.C, 

la notation/.c désignant une fonction continue dans les environs du 
point considéré. 
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On a encore, en venu de ce qui précède, 

X étant nul à l'origine. 

20. Il s'agit maintenant d'examiner la fonction U 
On a 



Or 



/dvy /_du_y/d}o^Y 

\d\) '-^\d\ogf^) \ dX ) ' 
__ // dV Yf _i\ 



rflOgft 



par suite, 



c'est-à-dire 



dVy _ _ ai du 
dx) ~ t — fj.^ dk' 



d'où Ton déduit 

(4o) ^^^S/x'^ (^ "^ 7 '^^^ '^•^•^' 

SURFACES MINIMA CONTENANT DES DROITES. 

21. Considérons d'abord le cas où, par un point M pris isur une 
surface minima, passe une droite ÂB contenue dans la surface, et une 
seule. 

Si Ton pose 

et que l'on prenne le point M pour origine, la droite AB pour axe des >3, 
il faudra que pour a?=:o on ait Ç = o, quelle que soit la valeur dey. 
Or la substitution 07 = réduit le second menr^bre de l'équation précé- 
dente à 9(7); on a donc <p[y) = o quel que soitj^; par suite, 
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on a donc 

et Ton voit bien qu'il n'y a aucune nouvelle condition à imposer a la 
fonction Z; donc tous les raisonnements du paragraphe précédent sub- 
sistent, et l'on a, d'une manière générale, 

(4o) logg-(^-i)logX-^/.c (X = o). 

• 

22. Sufface minima contenant deux droites non situées dans un même 
plan. — Prenons l'une de ces droites pour axe des if? , l'axe des Ç étant 
la perpendiculaire commune aux deux droites. Désignons par Â leur 
plus courte distance et par an leur angle, de sorte que les équations 
de ces droites soient respectivement 

Nous exprimerons, comme précédemment, que la droite Oio est sur la 
surface, en posant 

?=;[?^(r-^-«*^)-9^(r-'^)]• 

Posons 

l'équation précédente devient 

Pour X = cŒy on doit avoir Ç = A ; donc 

A 4- maTT =.-[<p2(j-l- aizi) — 92 (j — omi)\. 

Si l'on fait 

A 4- mar = H, 

on aura 

92(/-t-a7r/) =:92(j — a7r/) — aH/, 

d'où l'on lire 

92(7-1- ^oLTzi) = 92(7) — î>-H/. 
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« 

Posons maintenant 

92(7) = -— r^- 93(7); 

on aura, en remplaçant^ parj-h-QaTu, 

H 

9a(7^- aaTTi) = 7-*- ©3(7— 2a7ri) — 2H/, 

et, pour remplir la condition trouvée» il suffît de faire 

(p3(7-h2a7r/) = 93(7); 

donc il faut et il suffit que 73(7) soit une fonction périodique ayant 
pour période 2ocni. 

En remplaçant m par — ^— - et 92 (jH-*^), ?2(j--'^) par leurs 
valeurs» on obtient 

Ç = ; [- ^ '^ -+^ 93 (7 +- '^ ) - 93 (7 - '■^) J » 

93 étant une fonction périodique dont la période est 2ani. Or on 
connaît la formule générale d'une pareille fonction» et Ton a 



V — 



9 



et, par suite» 

93(7-+-''*) =N f/«c* f cos h /sin — } 



-f-OB 

ny 



— OD 



^1 —■- [ nx f^3c\ 

93(7— '^) — ^w««* (cos isiu — j 

et Ton a enfin 

/! = + 00 

^ A V ^ nx 



/l= — < 



Il restera k déterminer les constantes de manière que Taxe des Ç soit 
bien la perpendiculaire commune aux deux droites. 
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Si la droite située dans le plan ^Oin n'est pas confondue avec Taxe Ori^ 
mais fait avec cet axe un angle égal à /Stt, il suffira de remplacer, dans 
la formule précédente, a? par a?-+-|S7T, de sorte que 



Z= — (^-f-(37r) — > «„c sin — ^ î-—^ 

23. Expression de Ç en fonction de |j. et \j!. — Nous avons4rouvé (en 
supposant jS = o) 

cela revient à écrire 
Nous avons donc 

n=r-f*ae 



/!= — • 



L'expression de Ç n'est continue pour jx = /x'=o que si le signfe 2 
ne comprend que des valeurs positives de n; nous donnerons donc à n 
toutes les valeurs entières depuis /i = o jusqu'à n infini. 

Ainsi, nous écrivons 



n 



Z= loga-f-i \ M/iU*, 



(43) 



"=+■ I. 



Z'=-^<Ogf.'-H/^««u-. 



n = 

On a ensuite 



/!=-*-• 



/ rfu y_^. rfz ^ A V ^,^ J 

nï=0 

Le terme constant du second membre est ; on a, par conséquent. 



;v. 



5 
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Remarque. — Si, dans les formules précédentes, on suppose a = i, 
on aura exprimé que la surface renferme deux droites parallèles à dis- 
tance A. 

24. Supposons maintenant que les deux droites se coupent à Tori- 
gine et fassent entre elles un angle égal à cœ; en prenant pour axe desf 
la perpendiculaire menée à leur plan par leur point d'intersection, les 
calculs précédents subsistent ; il suffit seulement d'y faire A = o, etJ'on a 

n 
n 

du 



On a ensuite 



rflog/x 



) = - \ «1 fA* -h -2 i/o fJt* + • . . / 



OU simplement 



"^^ r=fX»«(H + €), 



Û^IOgfJl 



H étant une constante et £ une quantité qui s'annule avec jx. 
Plus généralement, il peut arriver que le développement de Z com- 



m 



mence au terme contenant fx*. Alors 



m m-»-l 



et 

OU 

J|T M. 

(45) _^=^«.(H + e). 

25. Remarque.— Si l'on place dans un système de coordonnées l'axe 
des Çi sur une droite du contour, l'axe des Ça d'un second système sur la 
droite suivante, etc., sur la première droite 'logiuii, sur la seconde log/jij 
seront imaginaires en général, car log]x=:y-i-tj?; il en résulte que les 

quantités i-r- — ^— et t' . ' seront réelles, puisque rflogfjL| = irfa?o/, 
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étant invariable, et, par conséquent, on a 

dZt dis 



i 



^log^i dxi 



Or, si l'on fait un changement de coordonnées, on a vu que l'expres- 
sion i-r-i — - — est invariable : donc elle restera réelle; mais la différen- 

dlOglMi 

tielle du. 



pourra être réelle ou imaginaire sur les droites du contour; quant au 
carré de rfU, il est réel sur tout le contour. 

26. Une surface minima est déterminée quand on a exprimé U en 
fonction de fx, car alors on aura X, Y, Z par des quadratures, et X', 
Y^ Z's'en déduisent immédiatement en changeant / en —t. Riemann 
emploie, pour trouver U en fonction de /x, une nouvelle variable indé- 
pendante /, de sorte que Ton puisse poser U=/(^), et, ensuite, il 
cherche à exprimer /x en fonction de /. La variable t est assujettie à la 
condition que son argument reste compris entre o et n. 

Nous supposons que le contour donné se compose de lignes droites; 
ces droites sont représentées sur la sphère par des arcs de grand 
cercle; on admet en outre qu'on passe d'un arc à un autre directement, 
c'est-à-dire par un de leurs points d'intersection; alors on a en général 
un polygone sphérique fermé. On s'arrange de manière que / prenne 
des valeurs réelles pour tous les points du contour donné, et, de plus, 
que t soit infini en un point déterminé de ce contour, pour lequel U 
a une valeur finie. On peut évidemment poser, a cet effet, 

/ = -7 h/.c pour U = a. 

On peut déterminer les constantes de manière que, pour les points du 
contour, l'argument de t soit o ou tt, et que pour tous les points pris à 
l'intérieur cet argument soit compris entre o et n. 

Quand un point se déplace sur le contour, / prend donc des valeurs 
réelles, et, si t^ est une valeur de t correspondant à un sommet du poly- 
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gooe» on passe d'une droite du contour à une autre; si les deux côtés 
du polygone qui se coupent au sommet considéré correspondent à 
deux droites non situées dans un même plan» la valeur i^ correspondra 
à un secteur infini de la surface minima. 

27. Nous avons trouvé que, si la surface contient deux droites non 
situées dans un même plan, en prenant pour axe des ^ la perpendicu- 
laire commune k ces deux droites, on a 



dj] _ I A ^ __^ 

rflog/m "~ V 2aff ^ fx — o. 

Nous regardons maintenant U.et p- comme des fonctions de la variable ^ 
qui reste réelle quand on se déplace sur le contour et qui prend la 
valeur 2 = e quand on passe de Tune des droites à l'autre. La perpen- 
diculaire commune aux deux droites perce la sphère en un point fx^, et> 
si Ton prend ce point pour pôle, on a une nouvelle variable jx^ déter- 
minée par la formule de transformation 



Or^ nous supposons que les deux droites soient des droites consécu- 
tiçes du contour; nous entendons par là que, quand t passe par la 
valeur e, le point fx passe de Tare de grand cercle qui représente la 
première droite à l'arc de grand cercle qui représente la seconde par 
un de leurs points communs, celui qui correspond à /jl^, de sorte que 
pour ^ = c on ait|x = fXo. Les droites faisant un angle «tt, on a 

puisque l'argument de t varie de;ren passant par la valeur t=^e. 
Or, pour /x, = o, 



Vï^' 



mais 
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puis 

rflogfa — fXo) 

r>\r r»i^^ pOUr / = e, 



Lorsque fJL = (Ay, 



Jlog(^-e) 



d\o^[.^^^,]=.-^^^d^. 



IJ-n _ 1^0 



le dénominateur i + fiof^'o ^^^ positif; ensuite 



fcT)-^(^-^)-«(«-^')(^-^)^^ 



rflog( 
donc, pour /==e, 

rfiog(i4-fx^;) _ 

rflog(^ — e) "^ 

et par suite 

rflog/ut« 



rflog(/-c) 



= a pour / = e; 



donc enfin on a, à cause de Tidentité, 

rfU _ rfU </logj7.i 
dlog(^~-e) ~ c/Iogfjii c/Iog(/ — e)' 

(46) rf|og(,^.) -^Vl^-Vl^ pour/ = e. 

28. Considérons nnaintenant un point par lequel passent deux droites 
faisant un angle égal à an. En raisonnant comme plus haut, on a, en 
prenant pour pôle de la variable jxi le point de la sphère situé sur le 
rayon parallèle à la normale au sommet de Tangle considéré, 



dloQlJ. 



Or, quand / passe par la valeur t = c, on a^ puisque l'argument de 
(X varie de aHy 
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par conséquent, on a encore, comme plus haut. 
Mais • 

par suite, 



m 



'^^ =^,('-«) = ('-c)='(H. + e.); 



donc enfin 

(47) '^^"^ ~ ( I )log(i — c) -hfoncl. conl. (pour t = c). 

29. Considérons maintenant un point de la surface par lequel ne 
passe aucune droite, ou tout au plus une seule droite; nous avons 
trouvé que^ si les axes sont convenablement choisis, on a 

log ^-T = ( I ) logX 4- fond. conl. (X -- o). 

Or, d'après ce que Ton a vu plus haut, si au point considéré jjl=|Xo, 
comme ce point correspond a un point multiple d'ordre /i — i sur le 
plan des Uf, puisque 

^,::--X«-*(H4-£), 

on aura, en reprenant les raisonnements du paragraphe précédent, 



du 



n 



e/logjuti 



= ^V"-^)(H4-€^ 



et 



donc 



|x-|Xo==(/-a)«-«(K-^Yj); 



'^^ = [i-^af '(H'-f-e'), 



dt 

et, par suite, 

(48) '^S"T "^V *) '^^^' ~"^^ "+- fond. conl. 
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Cette formule s'applique aussi bien au cas où le point correspondant 
à/=:a est sur une droite contenue tout entière dans la surface. 

30. Gela posé, désignons par ^74, aj, ... les valeurs de t qui corres- 
pondent aux points multiples relatifs à la variable /x situés à Tintérieur 
du contour, par 6^, 63, ... celles qui correspondent aux points mul- 
tiples non anguleux du contour, par C|, C2, ... celles qui sont rela- 
tives aux points anguleux du contour, et enfin par ^1, ^2, ... les 
valeurs de t qui correspondent aux secteurs infinis. D'après ce qui 
précède, pour les points multiples, on suppose /i^3; nous prendrons 
71 = 3. Pour les points anguleux, le cas le plus simple est celui de 

m = i. Tout le long du contour, ( ^ J sera réelle en même temps que L 

Nous introduirons en même temps que les constantes a^ , a^, ... leurs 
conjuguées a,, Vg, ..., de sorte que, pour des valeurs imaginaires 

conjuguées de t, --r- prendra des valeurs conjuguées. 11 résulte de là 

que le changemeut de variable peut être représenté par l'équation 



d[^ __ / IL(t — a]Yl(t — a')ll{t — b] H 

(49) dt~\/ , n(/-c) n(/-e)' 

le signe II indiquant un produit. Les constantes a, a\ 6, e, ... sont 
en outre assujetties à des équations de condition exprimant que, pour 
t = e^ on a 

/Âa 
U =: 4/ — log(/ — e] -\- fond. conl. 

Remarquons maintenant que, si pour t = a, par exemple, on a n > 3, 
par exemple n = 4» au lieu du facteur [t — a^y on devrait avoir 
[t—- a^Y =zt—a^; il suffit pour cela de supposer ai = a2. Si /i = 5, 

l'hypothèse ai = a2=a^ donnerait le facteur (^ — a,)^, etc. Si /w>i, 

rfU 
pour m=OL par exemple, -ir doit se réduire à une constante pour 

t = Cf. Il suffit de supposer que c, devienne égal à b^. Si /w = 3, on 
doit avoir 

//fT 

log -:ï- z=:-log(/ — c) -f- fond. conl. 
at 2 
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On pourra supposer 6, = èa = c,=: De cette façon, on ne diminue 

pas la généralité en supposant /i=3, m = i. 

31. Examinons ce que devient ~r- pour t infini. 
Posons pour cela /= ^5 

9(0 = n(/-a)n(/-a')n(/ — ft), 
x(0-=n(/-c)n(/-^)^ 

Si fJL et V sont les degrés de ces deux polynômes* on a 

d^où 

£9 6|, Y} s'annulant avec f. Il vient ainsi 



^-f^-., 



Si Ton veut que t'=o soit un point ordinaire de la fonction U, 
il faudra supposer p. = v — 4- Dans cette hypothèse, la fonction U 
restera finie et continue en tous les points du plan des ^ sauf aux 
points a, a\ b^ c, e, ..., qui seront ses seuls points de ramifica- 
tion. 



32. Détermination de jjl. — Il est en général très difficile d*obtenir 
directement Texpression de /x en fonction de t. Riemann emploie l'arti- 
fice suivant. 

Dans les formules (35), (36), (37), /x entre directement et par l'ex- 
pression :r; Il suffit évidemment de trouver l'expression de -n 

en fonction de /, puisque Ton connaît déjà -^r- Pour cela, soit V une 
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fonction indéterminée de /; on a identiquement 

dV rfU ^V dV 



d[o^lJL~~ dV^da '~' d\ 

en posant 

Or, de la relation 

k2 = lJ.k^ 

on tire 



dki 


dk\ i du. /"î dki 1 
^■dV'^'"dV k, .IV "^^,' 




j. dki , dk, 

"' dv *■» dv '• 



et par suite 

{5o) 

En prenant de nouveau les dérivées par rapport à Y, il vient 

. d^ka j d^ks _ 

^'-dw^-'^'im-'' 

ou 

I d^ks I d^k^ 



A-i d\^ "^ k.-d\^ ' \ 



Désignons par k Tune ou l'autre des quantités *,, k^; on a, d'une 
manière générale. 



,dk^ ,dk_ / dk 

d^k d\ ^ d\ dt d I Ht 



c'est-à-dire 



d\^ "" rfV "" dt d\ ~ dt \ dV 

\dT 

^ ^ - ^A' d^ 
d^k dt rf/2 Yt dt^ 




d\'^ /dV\^ 



'^■) 



Supposons que l'on réussisse à calculer j -j^ en fonction de /; 
soit, par exemple, 

IV. 6 
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on aura 

(^'^ dF-di-dI'dî^-''^^'\-dl)=''' 

On a ainsi obtenu une équation différentielle du second ordre dont kf 
et k.^ sont des intégrales particulières liées entre elles par la relation 

Si hf et ^2 sont deux intégrales particulières de l'équation précé- 
dente (5i), on aura 



et par suite 



1 

ïï 


, dV^ 




Aï d\' 


's 
7' 


lu 


dhi 
dV 


h. 


dV 


C. 



On aura aussi 



Ti ~d\^ ~ Tû rfV2 



Supposons que l'on fasse une transformation de coordonnées en 
posant //.,= - — ï — ; on en tire 



/ //g _ 



I -J- wao 



V— (>-^-."ow'o) 



par suite, en posant k\^ \/l~'* ^" ^ 

ft et |3 étant des constantes. Donc A;'^ est une solution de l'équation ( 5 1 ) , 
et Ton a 

33. La formule 
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peut être transformée au moyeu des variables ^i, k^. On a, en effet, 

, , , , . , , . hsdhi— A -2 dk'\ dV 
rflog^ — dlogA-2-rflogA-i— ^,-^ ""ÂTâ;' 

clone 

et par suile 

(5.) rfz-^-z7MA-,(^) 

On a ensuite 



''"VrfV. 



donc 

(53) rfx = -i(A--A?)(^yrfV. 



Enfin 



/rfY:3zlrfZU-|-^;)^ 



donc 

(54) /rfY:^-i(y;^ + ÂT)(^)'rfv. 

On voit donc que Ton pourra calculer |; ri^ Ç en fonction de / quand 
on aura trouvé k^ et ^a* 

34. Choix de la fonction V. — On fera en sorte que les disconti- 
nnités de F(/) ou j -7-7 se trouvent parmi les points a, b, c. 
Posons 

Cherchons la valeur de -r -^ dans le voisinage du point c. 

. -j- est un infiniment grand d'ordre -5 puisque ;((/) renferme / — c 
en facteur. Ensuite, si Ton développe jjl suivant les puissances de t — c^ 
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on aura, en nommant fie ia valeur de jx pour / = c, 

6 s'annulant avei /— c. Or, quand /passe de la valeur c — A àc-hA, 
l'argument de t -c varie de n. Si 77: désigne Tangle des tangentes au 
point anguleux t = c, l'argument de /x doit varier de 771; donc l = y. 
Comme on a par suite 

on voit que -~ est pour / = c un infiniment grand d'ordre i —7. Donc 

-T- est d'ordre 7— -» et par suite A= K/j^ ^^t d'ordre -7—7* 
Ensuite 

dk _ dt 
dW~ d^ 
dt 

est d'ordre -7-f- > = -7-+- 7» et 

2 ' 4 2 2 ' 4 

f/'^/f _ dt \dW) 
d\^~ d\ 
dt 

d9 1 I I II 3 

ordre -7+7-1-1 = -7-}--.. 

2*4 22*4 

Donc enfin j ^^^ est d'ordre "V^-t — (-7— j)' c'est-à-dire i. 
Ainsi, pour/ = (?,j ^v^^^'' ^^^^^^ ^" premier ordre. 
Nous allons calculer le coefficient de 

En ne conservant que la partie principale dans chaque expression, 
quand / — c est infiniment petit, on a 
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d'où 



et, par suite, 



donc 



^=c('-r. 



k = C(t c)* '■'; 






et, par conséquent^ 



dV 
puis 






rf^fr \dt /_ç/ .\ -H^xM 



d\* 



Donc enfin 



Ainsi , le coefBcient de : est 

' t — c 



4V 4/?{«j^ 



Considérons maintenant un point t = a ou <=.&. 

Pour/ = a, -rr est un infiniment petit du premier ordre; mais on a 

fx — fXai=(/~ a)2(A-+-e); 

donc -p est aussi du premier ordre; par suite, ^ est fini, et Ton en dé- 

duitque,pour/=a, j -ru^ est fini. Il en est encore de même pour un 
point pour lequel / est fini et différent de a, b ou c. 
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Cherchons maintenant ce que devient la fonction j ^^^fl^^^^ t=cc . 

On a d'abord 

rfU 

dt 



— 4 /^l!zb_:: — L± 



Il faut se rappeler que t devient infini pour une valeur finie de U, 
U = p. Or, le point correspondant à U = |3 est un point ordinaire; par 
conséquent on a, dans ce cas (§ 19 et § 20), 

donc n^ est une constante finie et différente de zéro. Un changement 

de variables n'altère pas ce résultat. On voit donc que -4^ est aussi un 

infiniment petit du second ordre. En ne prenant que les termes princi- 
paux, quand t devient infini, on a 

du ^ d\ ;-* 

dt dt 

donc 

d\ 



'•.=\/f=^''-- 



On voitque,si v=4,Ai etp -yçj sont des constantes finies pour/=oo . 
Supposons v>4- On a alors 



d\ 



= c(|-.,).'-'--"=o(i-)'-=-. 



de même 






d'où 



f3^=(4--"-^-"-- 



)(-i 



Il résulte de ces calculs que -r --^ est une fonction méromorphe sur 
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toute la sphère; c'est donc une fraction rationnelle, et elle a la forme 



suivante : 






V :=J. 









V =r 



I rf-^A- _ ' V ^ 4/ ^ ^ ^ 3 I 



A étant une constante. 

Si V est plus grand que 6, on aura en dénominateur t"^ et il faudra 
que/=o soit racine d'ordre v — 6 de ;((/) = o si Ton veut que t = o 
ne soit pas une nouvelle discontinuité, ce qui introduit v — 6 équations 
de condition. 

35. Autre détermination de la/onction V. — Posons 

rfV 1 I 



I d^k 
Calculons t jt^ pour des valeurs infiniment petites de / — c; pour 

cela, nous procéderons comme dans le cas précédent. 

Si Ton prend la partie principale de -p^=:» on*a 

d\ I 

'dT - ^l[t-c)f[c) 

D'ailleurs on a, comme plus hauf, 

dt '^'^^ "" ' 
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donc 

= C(/-c)» ' 



1 

V 



d^i 



et 



Ensuite, 



À-,=--C(/-c)» *\ 



dW 



^^Ki~^)^'~''' ' ''('-^)'v(/>; 



ou 



dju 
dV 



= Ci(^-y)(/-r) î "«V/'(c), 



puis 






= ^î(y*-?)('-''^ '~'''V-cmc) 



OU 






et enfin 






Telle est la partie principale de la fonction t ^t^ quand / — c est 

un infiniment petit. 

On aura la même expression pour un point / = a, a\ />, . . .; seule- 
ment l'angle 7;: doit être remplacé par an, c'est-à-dire 7 par 2. Pour 

les autres valeurs finies de /, t -tt^ est finie. 

Cherchons maintenant ce que devient cette fonction quand / devient 
infini. 
On a, pour t infini» 

djxU rfV __ I _ t^^ 

dt " /-" dt — 



7^^-»-f-... , / A 



c'est-à-dire, en ne prenant toujours que les termes principaux, 

dt 
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On a ensuite 



^■v? =-■■'• 



<//r, 



.v=^{-;)''"'-=<:('-î)'"'. 

puis 

^-(>-;)(î-)'^"''-=^('-0(î-)'--' 

d'où 



I d^k l V 



= h 2 



h rfV^ "■ \ 1 



,) ('- - ,) ,..-.. 



Donc la fonction r ^7^ est encore une fonction rationnelle, et elle a 
la forme 

le signe Z s'étendant à tous les points a, a', . . ., 6, . . ., e. Seulement» 
pour chaque point différant d'un point c, on 37 = 2. P(^) est un poly- 
nôme entier en t^ du degré av — 6. 

36. (kikiU des deux premiers coefficients de V{t). — Posons 

/ -v+m 

d\ = --_J=_ dt-»d\,, 

où 

dV, 1 



a = <-*+•'« ei 



dl J/'- / j f-av+ïn» 

On a identiquement 

\dy) -d\\_\d\,) *J-rfv, Vrfv.y WvJ rfv 



d\ 
et, en diCTérentiant une seconde fois, 






] 111 

/Ad\) ~* f/VîV/vJ "^UVi/ 'd\^' 



i 
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car les deux termes 



dy,\d\J d\ d\,\d\J "^ d\ 

se détruisent, puisque 

r/a« da « 

En multipliant les deux membres de Tidentité précédente par 
on obtient 

m 

\d\) d\'\dy) ~ \dV,) d\\\d\,) "^ dV*' 
d'où 

1 _1 1 

[dVi) d\l\d\J ~^ k d\^ ^'d\^' 

Or le premier membre est une fonction analogue à t -.r^i mais rela- 
tive à la fonction V, ; cherchons sa valeur pour / = oo . On a 



rfv< 



-^ /2-v+v-m — ; (2— m .Jz ^-^ / /— 2 



dt ' dt 

d'où 

En prenant m = 4» on aura une constante» et, par suite, le premier 
membre de l'égalité écrite plus haut sera constant pour / = qo. Le 
second membre peut s'écrire 



/-2V-H8 X _ _i zi L. /-2v-f-8 rir — a' -— — 
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Or, pour /=:oo, les termes compris sous le signe 1 sont finis; 
^2v-K8 p^^j contient deux termes à exposants entiers par rapport à t, 
puisque 

ce qui donne 

On a ensuite 

» ,_» 1 ,_• 



dt*"* dt*~* 



dV ~~ dt 



\/7iJ) = {^-l)t' ^vTIô. 






et enfin 



s 1 



= (^-^)[^^'-^V(0 + ^(^-v)/-^vy-(,)J 



ce que Ton peut écrire ainsi : 



8 1 



'-^'--,{'-iy-'>-'Mi 



Or/(/) est de degré av — 4; posons 

/(/) = /2V-I ^ 3j^2v-5 4_ J3/2V-6 4- ... ; 

on aura 

=z(v — 2)/2h-(v — 3)a/-f ..., 
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de sorte que 



où 



(x~-l{a-\~a')-^lb-{'lC'-{-2le; 



on voit que les coefficients A et B sont réels. En s'appuyant sur ce qui 
a été dit à la fin du § 32, on vérifie que tous les coefficients de P(/) 
doivent être réels. 

37. Modification à apporter dans le cas où quelque constante a, a\ 
é, . . . est infinie, — Supposons par exemple qu'une des quantités e 
soit infinie, et soit 

on veut exprimer, par exemple, que, pour / = qo , 



d\S I 

dlogt ■"* V 



aaTT 



On posera ^=7,; on transformera ainsi le second membre, qui de- 
viendra, en observant que /^{t) est du degré v, cp du degré v — 4» 






Ensuite 



r/U ^ ^, d^ 



donc 



^log^ " dt' 






et Ton fera /'= o. Pour que le second membre puisse être fini, il sera 

nécessaire, dans ce cas, que v/xi(0 contienne t en facteur • 

On opérerait d'une manière analogue si quelque autre constante 
était infinie. 



EXPOSITION DE LA MÉTHODE DE RIEMANN, ETC. 53 



APPLICATIONS. 

I. — Surface minima contenant deux droites non situées 

dans le même plan. 

38. On sait depuis longtemps que rhéliçoïde gauche à plan directeur 
remplit les conditions demandées. Riemann, dans son Mémoire, 
indique cette seule solution. M. Serret a prouvé qu'on pouvait trouver 
d'autres solutions de la question. Nous avons trouvé plus hau( que, si 
l'on choisit convenablement les axes, on a 



7]^- — 

2 ai: 

On a d'ailleurs 






=/"'"■-/?'"■ 



et l'équation conjuguée. 

Remplaçant rfZ et rfZ' par leurs valeurs tirées des équations précé- 
dentes, on obtient 



w . Aï .\^ n ^+» A/ f .V* ^ /V"* 

(T = l-^'fïl=^ lJ.-¥-iy Un — ; ft -1 ; -+- « > Un ^ • , 



\i .V n ?+» A/ f 

2 an II 

et par suite 

^ . Al , .V n ,1-^^ A./ I -V ^ l"^ 

Donc 

Al / t\ Ai / , i\ i V ^ ( Z"^' ri-*-'] 

-^ î S"» ;r^ (•"''"' -f*'") • 

4a7rV V^l 4^7: \^ [i! ) 2^^ « + « 

2 ^ /i — a 
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avec 



1CCK U. ^ ' 



Telle est la solution la plus générale. 

Si l'on suppose U/, = o quelle que soit la valeur de n» on a 

Al ij! Kx 



73=— 7 (/Jt4-^')(l ^ ) 



d'où 



et par suite 



I = lango:, 



^ = lang -^ Ç, 



équation de Théliçoïde gauche à plan directeur. 



II. — Surface minima contenant trois droites non parallèles. 

39. Soient Â, B, G les plus courtes distances respectives de ces 
droites, et «tt, jStt, y7r les angles qu'elles font entre elles deux à deux. 

I^ous choisirons pour les valeurs de t correspondant aux secteurs 
infinis o, oo , i, et nous poserons 



d\S __ )/o{t) 



dt t[t — i) 

Le polynôme t{t — i) sera regardé comme un polynôme du troisième 
degré ayant une racine infinie; on a donc v = 6^ et, par suite, (f[t) doit 
être du degré v — 4 = 2. 
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Les coefficients de f{t) doivent être déterminés de telle sorte que : 

D . du /Ai 

Pour/ = o.. .. -j-. — , = \/ — ï 

aiog/ V 17: 

t y it: 



» t =:CC 



n / z= I . 



d\og 
rfU 



é/logtr — ij 



r — Il V 271 



Posons 



on aura 



9(/) — L/2-f.M/-hN; 



dV __ /V/L/2+M/-+-N 



dio^t * /(/ — i) 

Pour / =0, cette expression se réduit à y^N. Donc on doit avoir 







N ^^ 

17: 


Pour t = î, 




dl] 




d\o^[t — i) ^ 


on posera 




Tv 




27r 


Enfin, pour / — 


QO , 


rfU - 

r^log/-^'^' 


donc 




L ^^ 



27; 



de sorte que 

(55) • ç(/)^^(,-.,) + ?^ /(/_,) 4. ÇZ/. 

^ ' ^ ^ ' 271 ^ ' 271 ^ ' '17: 

11 s'affit maintenant de trouver une fonction V telle que r - 

n'admette pas de discontinuité autrement que pour /:= o, 00 , 1. On 
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peut prendre la fonction V déterminée par l'équation 

rfV 



dt 



?(')• 



Calculons les valeurs de ^, pour t = o,<xi , i. 
On a _ _ 

fdW 

Pour ^ = oet/=i,la quantité y -rr est finie et différente de o ; il n'y 

a à considérer que y -j-' Or le point t=o est un point anguleux du 

contour; les tangentes y font un angle égal a an\ donc, dans le voisi- 
nage de ce point, on a 

jut — Lto=/*(A-+-e), 

£ s'annulant avec t. La dérivée -^ contient /*~* en facteur, et, par suite, 
i/-^ t '^^ est fini pour / = o, ce qui revient à dire que le produit 

i/y- 1^ * est fini et différent de zéro pour f = o; 
donc 

_1 a 

/ * '/fi est fini el différent de zéro pour / = o; 
de même, 

(i — /) * '/fj est fini et différent de zéro pour / = i. 

Considérons maintenant le point / = x). Il faut remarquer que, 
pour / = Qo , \/ -jj est infini d'ordre -• Le raisonnement est le même 

que le précédent, et, en tenant compte du facteur l/^» on voit que 

t * '/ti est fini et différent de zéro pour / — 00 . 
On voit en outre queA^a étant égal à jx^f, comme jul est un infiniment 
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petit (l*ordre a pour r = o, 



/ * «/fa est fini et différent de zéro pour ^ — o, 



et» de même, 



-i_ï 
(i — /) • */c2 est Uni et différent de zéro pour ^:rî:u, 

t * *A*2 » » » l =00 , 

Cela posé» ^i et ^a sont deux intégrales particulières de l'équation dif- 
férentielle linéaire du second ordre (5i) que nous savons former. L'inté- 
grale générale est de la forme c, ki + c^^^ ; mais kt et ^2 ont trois points 
singuliers / = o» c» » i; il en est de même de l'intégrale générale» et, 
d'après ce qui précède» en se conformant aux notations employées 
dans le Mémoire de Riemann sur les fonctions P (*), on voit que l'inté- 
grale générale k de l'équation du second ordre peut être représentée 
par la formule 

(I a 3 P 1 y 

2 :.' 2 2 2 2 

la 3 û I y 

2 2 2 2 2 2 

La somme 

\2 2/ \2 2/ \ 2 2/ \ 2 2/ \2 2/ \2 2/ ' 

• 

tandis que» dans une fonction P» cette somme d'exposants est égale 
à -hi. En outre> les différences ocy |3» 7 sont toutes inférieures a i et» 
par suite» ne peuvent être des nombres entiers; il en est de même pour 
les fonctions P. 

^1 correspond aux exposants de la ligne supérieure» ^2 ^ ceux de 
Tautre ligne. 



(*) Beitràge zur Tlieorie dcr durch die Gaitss*c/ie Reihe F(a, p, 7, x) darstellbaren 
Functionen, 

N. 8 
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On peut mettre k sous la forme suivante : 



(57) fr=/^ '\i-tf 'Q 




Considérons la fonction P correspondante, savoir 




On peut exprimer Q en fonction de cr et de ;7^- Pour cela, on pose 



dt 

1 « 1 T 



(58)- k=t^ M'-o* *r(«-*-*o^+^'('-o^i' 

a, 6, c étant des coefficients indéterminés. 
On sait que 

'*■* dv ~ *■* rfV " ' ' 
c'est-à-dire 

Pour abréger l'écriture, nous poserons 

dv du , . 

de sorte que 

(A-,,/r,) = <p(r). 

Nous désignerons encore par G^ et a^ les valeurs de 0- qui corres- 
pondent aux valeurs particulières ^,, k^ de l'intégrale générale. 
Cela posé, la fonction 
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satisfait à l'équatioa 
Or, 

dz ___,dz d^z _ d^ dz 

rflog/"" rf/' (dlogO'" dt^'^ di' 

en substituant dans Téquation précédente, elle devient 
Pour appliquer ce résultat à la fonction 




il suflBt de remplacer a 4- a' par a, aa' par o, jS + /3' par i —a — 7 et 
PP' par ''~^~^^ "^ \ alors / est en facteur, et, après Tavoir sup- 
primé, on trouve 

^(-0^-[^->-^(.-«-y)-(.-03^; + ^'-^'7''-^^ = o. 

On voit ainsi que ^(^ — ^) ^ s'exprime linéairement en fonction de 

d(T 1 
-j7 et de c. 

Pour simplifier les calculs, faisons 
de sorte que 

m 

En prenant la dérivée par rapport à t, en ayant soin de remplacer 
/(i - /) ^j|- par son expression en c et ^r» et en faisant le même cal- 
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cul pourÂTî, on pourra former (^^, *2) = ?(0; ^^ trouve ainsi 



OU 



F(/) = /(i-/)|-fec4-^[P^~(i->a-yHJ 
-+■ [a -h bt)^ -h [a -h bt) c[(x(t — t) — yt]y 

OU bien, par une Iransformalion facile, 

F(/) = a(a-l-ca)(i — /)-+- [a -h b][a'^b — cy]t 

Or on sait [voirie Mémoire sur les fonctions P) que l'expression 



.-"(.-')-(^.t-'-'^) 



est une constante différente de zéro; on peut évidemment s'arranger de 
manière qu'elle soit égale à i; alors on aura 

En identifiant 9 (/) et F(^), on a, pour déterminer a, 6, c, les condi- 



tions suivantes : 



/ . Aa 

rt(« -f-ca) = — y 



(^•4- 6)(a-t-6 — cy)i= -^» 

\ 2 y\ 2 ; 271 

Le premier membre de chacune de ces équations est un produit de 
deux facteurs, les différences de ces facteurs étant respectivement ca, 
07, c^ ; prenons leurs demi-sommes pour inconnues auxiliaires et posons 

c 
a-\ — a = P, 

2 ^ 

V, 

a-\-b — y^r=L'^ry 
2 
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d'où 

C 

Les équations de condition précédentes prennent alors une forme très 
symétrique: 

(59) ,;^»_p,(;, + , + r)«=?^, 



Si Ton prend - pour inconnue auxiliaire 5, on peut écrire 



Ô» ~" p2 — Y2 — *' 

d'où 



/'-v/^-^^^^^' ?=V^f^% -v/r^^^^^' 



et 5 satisfait à Téquation 



V 27r V 27: "^ V 27: 



-^y'^s^^s 



40. On peut exprimer plus simplement l'intégrale générale i à 
l'aide delà fonction 



a P I y 



\ 



^2 2 3 2 



La formate 
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donne, en supposant les constantes convenablement choisies, 

a T__« 

OD eo tire 

Le coefficient de X peut se mettre sous la forme 

ca r, c(a-4-y — 1)~| ^ 



de sorte que Ton a 

(60) 



k = (^^{p^qt)l-,^ct{i-t)^']^. 



Les valeurs des constantes qui entrent dans l'expression de X doivent 
être choisies de telle sorte que l'on ait 

Or. 

par suite, on doit avoir 
c'est-à-dire 

//; \ ^ dXj ^ /ft| 

(011 A| -Tl ^2-71 ='• 

^ ' rflog/ dlogt 

41. Application. — Supposons les droites données parallèles aux 
axes de coordonnées; elles font alors entre elles des angles égaux k 

90®, et, par suite, a = ^ = y == - • 

Cherchons, dans cette hypothèse, la valeur de X|. 
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On a, dans ce cas» 



I I I 



>=' r fi' =(^N. 



V 4' 4 




c'est-à-dire 



-(^y- 



La fonction 




satisfait à l'équation différentielle suivante : 

Cherchons une solution particulière qui» pour / = qo, soit infinie 
d'ordre 4 et resle finie pour r = o, f = i, qui sont des points de rami- 
fication. La fonction 

(7< = HV/«-r-(/ — l)S 

OÙ H est une constante, satisfait à ces conditions, car on a 

^ = _^(,._,pH+i(,.-,)-H, 

de sorte qu'elle vérifie l'équation différentielle. 
On a donc 



i, = (lz:i)V'^-('-.)=H=H(i=i)V,; 



on en tire 



dt 



==(^yî'-'('-r'-H'.è(^y 



1 

\ 

i 
I 
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On voit ensuite que la fonction 



V/»-f-(^ — 1)« 



=V/ï-(/-,)î 



satisfait aussi à l'équation différentielle en a; or, en posant 



on peut déterminer K et H de manière à satisfaire à l'équation 
En effet, on trouve 

di \ ^ / 4(7| ^ ^ (Ti dt\ i J 



Donc on a identiquement 



^V'dl^i'^^dî^t)-^ 



Si donc on fait = 1 ou H = \/2, K = — y/z, on peut poser 



)„= ^/2(^-^)V'''+(<-I)^ 

I 



On en déduit 



(62) { 
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Cela fait, on a trouvé (33) 



Or 



donc 



et ensuite 



dV _ v^9(<) dV_ . 



Calcul de Z. — On a 



par suite 






On trouve sans difficulté 

'Z-[4(/>-j)V8,(^-|).-4g^]y/;^ 

Mais, à cause de la relation - =p \-q-\-r, on peut mettre l'expression 
précédente sous la forme 



(63) <; - .-!_ 

-t- r (a» -+- 3g + r) (;» - î + r) log i^ yTr=. 

•* V' — v' — ' 

lY. 
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Calcul de X. — On trouve 
et, en substituant dans l'expression de rfX, 



-H) 



dt c» fit 



8 



En intégraDt, on obtient 



i^^-{p-q-i-r)^ft-{~p-i-q + r)^J 

(64) . >rt 

Calcul de Y. — On a 

8 s 

d'où, substituant et intégrant, 

i iY .■= {p ~ q -y. ,.)J ^\Zri 4 [p+q- ,.)ï _J-_ 
(65) . V'»-' 

f +^(-/' + ?4-r)(3;» + ^ + r)Iogi:^-^!^4^ 

i -\Ji- t 
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III. — Surface minima passant par trois droites dont deux se coupent, 
la troisième étant parallèle au plan des deux premières. 

42. Prenons le plan des droites concourantes pour plan des ^^y Taxe 
des Ç élant dirigé suivant le rayon passant par le point |x = go . Les trois 
droites sont représentées par des arcs de grand cercle dont les plans se 
coupent suivant Taxe des Ç. Désignons par ocn Tangle des deux grands 
cercles qui représentent les droites concourantes et par — jStt, 771 les 
angles que fait le troisième avec les deux premiers, de telle sorte que 
|3 -+ 7 — a. Il s'agit de choisir une variable indépendante / qui prenne 
des valeurs réelles quand on se déplace sur le contour. Si Ton désigne 
par b et c deux nombres réels, b étant par exemple plus petit que c, 
on peut s'arranger de manière qu'à toutes les valeurs réelles de / infé- 
rieures à b correspondent des points de la première droite, que pour 
t = b ou passe sur la troisième, c'est-à-dire celle qui est parallèle au 
plan des deux autres, et que de t = b k t = c on se déplace sur cette 
droite, enfin que de / = cà / = -i-oo on se trouve sur la deuxième. Il 
suffit de poser 

/x sera infini pour t infini. Soient / — 6 = pe^^ i ^ c= p'e^'; on aura 

de sorte qu'à toutes les valeurs de t inférieures à b correspondent 
des points /x situés sur la droite >?==§ tanga?:. Soient maintenant 
t — b = p^ t — c = p'é^^; on aura 

et le point |x décrira la droite Y3=|tang7;r; enfin, si /— è=/j, /— c=p', 
le point [i décrira la droite 17 = 0; il suffit donc d'ajouter aux condi- 
tions précédemment imposées aux axes de coordonnées que l'axe des 
^ correspond à l'une des droites et que l'autre fait avec 0^ un angle 
égal à an. 
On a ensuite 
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on voit que -^ s'annule pour la valeur de t donnée par Téquation 

cQ-hby 

t = -^ '- =z a. 

(3 + y 

Or cette valeur de t est conaprise entre b et c, et par conséquent cor- 
respond k un point de la troisième droite. Le point ^ = a est, pour la 
variable jx, un point de rebroussement. Il résulte de là (30) que 



dt [t^b][t — c) 



Or, pour ^ := 6 et ^ :- c, ^^^^^^^^^ et d[o^[t-c) ^^^^'^^* prendre res- 

pectivement les valeurs l/-; — -^ \/~' ^ étant la plus courte dis- 
tance de la troisième droite à chacune des deux premières. Par suite, 
on doit avoir 



Cs/b — a __ / —A (3 C s/c — a __ / A_y 
ù — c V ^'^ ^ — b \ 2.1: 



ce qui donne 



^/6 
Or 



c= *-^ '- 



a V 27: Je -a\ ^-^ 



donc ces deux équations s'accordent à donner 



=v/^ 



27:' 



et, en prenant c — 6 = -^ ? 



c = v/P 



On a ainsi 



rfU ,~ (t-aY 

Jlogfz _ (^-f-y)(/~fl) 
dl ~ {/-6](/-/7)' 
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par suite 



et 

d[] \a . dt 

Par conséquent, on trouve immédiatement 



^' 






IV. ~ Surface minima passant par les quatre côtés 

d'un quadrilatère gauche. 

43. Le contour sphérique est un quadrilatère dont les angles sont 
«TT, /Stt, 771, Sn. En supposant que les sommets correspondent aux 
valeurs a, ft, c, d de la variable r, on aura, d'après la théorie générale, 

dV _ dt 
où 

A[l) — [t- a) [t — b)[t -€){£- d). 

Pour appliquer la méthode exposée au n° 34, il suiFit de faire 
(p[t) = i etx(^) = A(/); on trouve alors que l'équation du second ordre 
en k est la suivante : 

Considérons, avec Riemann, le cas particulier où les côtés du qua- 
drilatère gauche sont quatre arêtes d'un tétraèdre régulier; le quadrila- 
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tère sphérique correspondant est alors régulier et ses angles sont 

égaux à 2 TT, de sorle qu'on doit faire a = |3 = 7 — (?=5- Mais cette 

hypothèse ne simplifie pas beaucoup l'équation précédente^ et, dans 
ce cas particulier, Riemann arrive à la solution par une autre voie. 

Plaçons le pôle |x — o au centre du quadrilatère sphérique et faisons 
passer le méridien origine par le milieu de Tun des côtés; on peut 
calculer la valeur de jui en chacun des quatre sommets. D'abord les 

arguments sont =t ^ et ±: -^> et les modules sont égaux; il suffit donc 

de considérer un de ces sommets, par exemple celui dont l'argument 

est égal à 7* Mais l'arc qui va de l'origine au sommet est un côté d'un 

triangle rectangle isoscèle dont les angles à la base sont égaux à t; 
donc, en désignant par c la longueur de cet arc, on a 



lang ^ == y^lang i^~— -45*»j lang^^i-^ + 45» j 

Les valeurs de fi aux quatre sommets sont donc 



c ± — c — — 

/:x — lang-c * et |jLr=iang-e * . 
2 2 

Les carrés de ces valeurs sont donnés par les formules 

/x2— lang2-e », /:x2 = lang» - e "*" , 
qui ne fournissent que deux valeurs distinctes : 

1^2 = -+- (^-v/3)/. 

Si l'on calcule les inverses de ces valeurs, on trouve 

fxô"---— (2-1- v^)/, 



Ff 
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de sorte que 

F-î + f^2 ^ -+- 2 / V^ = O, 

Remarquons maintenant que, quand on tourne autour du point /j.,, 

Targument de i^ — i^-i éprouve une variation égalea^w; il en est de 

même de l'argument de ji- — fi-s quand on tourne autour de /x,. Pour 
cette raison, Riemann pose 

""^ " -1- i\2 






et il en résultera que pour fx=zi=fjL, on aura t^==u pour ii=±fi^ 
on aura /* = — i, de sorte que les valeurs i, — i, i, — i de ^ corres- 
pondent aux sommets. 
Posons 

/2 , 

r- r- ' /2_|_, ♦ 



on a 



d'où 



et, par suite» 



Mais 



donc 



>--iV3 

— = m, 

X = 1V3 ( I -h am 4- am^ + ...), 



Or le premier membre peut s'écrire 

s étant un infiniment petit, de sorte que, dans le voisinage jui, on a 



73 NIEWENGLOWSKI. 

A étant une constante et m un infiniment petit. Supposons que t=z\ 
corresponde à fx^; alors on peut écrire 



9 



et, par suite, l'argument de/ — i éprouve une variation égale à ±:7r 
si Ton tourne autour de [x^. 

On ferait un raisonnement analogue pour les autres sommets du qua- 
drilatère. Pour les sommets correspondant à / — zte, on posera 



0) ^ zzz n. 



et Ton partira de 

/. -4- / s/S 



— = = w, 

d'où 

'k=: — i J3 == — I V*^ (l ^- 2/1 -h 7./l^-f-. . .], 

I — n ^ ' 

et, comme ii\'^\ii^ = — 2i\jZy la conclusion sera encore la même. 

H résulte de là que l'on aura, pour l'expression de -jj en fonction 

de /, 

rfU_ C 

dt "" vV^-Ol^^-f-i)' 

Il suffit, pour s'en assurer, de se rappeler le raisonnement fait au 
n°30. 

/ rfU \ 2 

On peut de là tirer l'expression de ( t-t — j . 
On a, en effet, 

.û^logi^A/ "Kdl) Wlog/xj 
Mais 



rfX 



— =2v/Â2^i; 



dlogfA 

donc 
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Op Téquation 



w = ' 

donne 






on a ensuite 



|_x-v^=r3 



0)» = 






d'où 

- 'f -V 

puis 

(i — «V (i-wv (i — wV 

En substituant et réduisant, il vient 



(;4;)'=!("-'-«') 



Or 



— lîû»' 



de sorte que 



-i i r 



^X2-f-3 V^4X2H-I!2 



Or, de fjL* -t- fx""* = aX on tire 



4X^ -h 12 = jui* -4- p-* -4- 14, 

et, par suite, 

' dV V C 






^fji* H- a-* -h i4 



formule donnée par Riemann. 

IV. 10 
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On peut exprimer les coordonnées ^, >?. Ç en fonction de la va- 
riable &>; il suffit pour cela de chercher X, Y, Z. 
Or on a 



Mais 



/ rfu y_ . c 



</l0g/X = 



v'x='"=T' 



par suite 



rfZ=-' ''^ 



-i 



V(À^+3](X--'-i) 



En prenant m pour variable indépendante, on trouve immédiatement 






dm 



-+ m -f- m- ) 



ou, en désignant par a une des racines cubiques imaginaires de Tunilé. 



On a 



J ^m[i — am] [i — a'^m] 






par conséquent, 



a / ' I — m 



x=c«« f - '^"' 

J v/'w(i — m) (i — a-m) 



On a encore 



(u4-^y=2(x-f-i)=4'^«^ 



I — moL' 

5 



I — ni 



et, par suite, 

Y ., r dm 






/II) (I — am) 
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La queslion est donc entiëremenl résolue, car on a, pour S, yi, Ç, 



J \//w[i — a/ii)(i — a-zn) J ^m'[\ 



dm! 



— am')[i-'a^m') 



J \/m(i — #n)(i — a-/w) J \ni'[i — m') (i — am' 



7} = ta I r ■ 4- L «2 I - 

J ^m[i ~ /w) (i — am) J vm'{i — m') (i — a^m' 



4i. A la fin de son Mémoire, Biemann étudie la surface niinima 
engendrée par un cercle mobile dont le plan reste toujours parallèle a 
un plan donné. J*ai repris cette queslion et j'indiquerai seulement les 
résultats auxquels je suis parvenu, en suivant la marche indiquée par 
M. 0. Bonnet. 

Ou trouve d'abord que le centre du cercle générateur doit décrire 
une courbe plane; en prenant le plan do cette courbe pour plan desÇ)?, 
on a, pour déterminer les coordonnées d'un point de la surface, les 
équations 

y, = A^(Ç)sin/, H=||-^. 

L'équation de la surface est la suivante : 






a et h étant deux cpnstantes. (Les notations sont celles de la Théorie 
des fonctions elliptiques ^ de MM. Briot et Bouquet, 2* éd.) 
En employant les variables^, j et en posant 
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on trouve 

y _ — i r smxjdxj i ( " siny< dx\ 

2 \/2 J ^C-h ai sinxi ^^^J \/C — ai sin/i 



yj = — n (VC + ai sin^Ti -h ^C — aisin/J. 



En posant 



s\ïix^=z rj m = i et sinri= i-> 

I -h nfih a "^ I — m/x 

puis 



on trouve 



rfX /•*'rf|[ji 



<«*'-^=Xs*X 



On a sur chaque ligne de niveau 

Xy/M-f-^y/X ^ const. 
i — m^X^/x-» 

L'équation différentielle des lignes de courbure de la surface est la 
suivante : 

dx^ . idy^ 



V C -haisinxi Vc — ai sin/-* 
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% 7. Changer C en — C 

» f{x^iy) en f[x — iy\\ 

» /i(j^--'r) en/i(;p-+-//). R 

Page II), ligne 2 en remontant, lire ,. ^' = — » ( tî l • 

^ •" " ' r/logu \</iog^y 

Page ri, ligne 5 en remontant, changer i en — 1 dans la seconde partie de la formule. 
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